Kapitel 5

Vektorraume, lineare
Abbildungen und Matrizen

5.1 Axiome und Beispiele

Sei K ein Korper (in der Regel betrachten wir den Korper der reellen Zah-
len). Wir wollen nun Vektoren iiber diesem Kérper bilden und damit rechnen.
Wie zuvor fangen wir an, indem wir Axiome eine solchen ‘Vektorraums’ for-
mulieren.

Definition: Eine Menge V' mit zwei Abbildungen
Mal: K xV =V, (k,v) — kv

und
Plus: VXV =V, (v,w) » v+w

heilt K - Vektorraum, wenn folgende Axiome gelten:

Additionsaxiome

o Assoziativgesetz: Yu,v,w € V:u+ (v+w) = (u+v) + w.
e Kommutativgesetz: Vu,v € V:u+v =v+u.
e Existenz der Null: 30 e VVu e V:u+0=w.
e Existenz des Negativen: Vu € V3 —u e V:u+ (—u) =0.

Skalarmultiplikationsaxiome

o Assoziativgesetz: VA, u € K,v € V: AN(pw) = (Ap)v.

e Distributivgesetze: VA, u € K,v € Vi (A + p)v = v + pw
und VA € K,v,w € V: Av+w) = v+ dw

e Multiplikation mit Eins: Vv € V: 1v = v.



In allen unseren Beispielen ist der Kérper K (den man als Skalarenkorper
bezeichnet) der Korper der reellen Zahlen. Wir sprechen dann einfach von
einem Vektorraum, ohne R speziell zu erwahnen.

Beispiele:
e Sei R?:=R x --- x R die Menge aller d-Tupel
v=(v1,...,0q), mit Koordinaten v; € R.
Man versieht ihn mit koordinatenweise Addition
(U1, .., 09) + (W, ..., wg) = (V1 + w1, ..., vg + wWy)
und Skalarmultiplikation
Av1, .., 0q) = (Mg, ..y Avg).
Dieser Vektorraum heifit d-dimensionaler Fuklidischer Raum.
e Die Menge aller Folgen (a,) mit gliedweise Addition
(an) + (bn) = (an + bn)
und Skalarmultiplikation
Aan) = (Aan)
bildet einen Vektorraum. Auch die Teilmengen

— ¢ aller konvergenten Folgen,
— ¢p aller gegen null konvergenten Folgen,
— (> aller beschrankten Folgen, und
— (% aller Folgen (a,) mit Y > a2 < 0o
bilden Vektrorrdume mit dieser Addition und Skalarmultiplikation.

e Fiir jedes nichtleere Intervall [a, b] bilden die Menge aller Funktionen
f: [a,b] = R mit der durch (f+g)(x) = f(x)+g(x) gegebenen Addition
und der durch (Af)(xz) = Af(x) gegebenen Skalarmultiplikation bildet
einen Vektorraum. Auch die Teilmengen

— C([a,b]) der stetigen Funktionen,
— L*([a,b]) der beschrankten Funktionen,

— R([a,b]) der Riemann-integrierbaren Funktionen,
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— C!([a, b]) der differenzierbaren Funktionen mit stetiger Ableitung,
bilden Vektrorraume mit dieser Addition und Skalarmultiplikation.
e Die Menge
PIK|={a+azx+ - +a,x":neNa,...,a, € K}
aller Polynome mit Addition
(ap+ -+ apa™) + (b + + -+ + bpa™) = (co + - - - + cxa),

wobei k =nVm und ¢; = a; + b; mit a; = 0 fiir 7 > n und b; = 0 fiir
J > m, und Skalarmultiplikation

Mag + -+ apx™) = (Aag + - - - + Aaz")
bildet einen Vektorraum.

Sind W C V' Vektorraume beziiglich derselben Addition und Skalarmultipli-
kation, so heifit W Unterraum oder Teilraum von V. Zum Beispiel ist

e ¢y Unterraum von ¢, ¢ Unterraum von £,

e C([a,b]) und R([a,b]) Unterraum von L*(]a,b]).
Ein interessanter Unterrraum von C([a, b]) ist der Raum A([a, b]) der affinen
Funktionen f: [a,b] - R,z — A+ B(z — a) fir A,B € R. Um zu priifen,
dass A([a, b]) ein Unterraum ist, geniigt es zu zeigen, dass die Summe zweier

affiner Funktionen und das Skalarprodukt eines Skalars A € R mit einer
affinen Funktion selbst wieder affin sind.

Bemerkung: Sind U,V C W Unterrdume, so ist U N W auch ein Unter-
raum von W, aber U U W ist im allgemeinen kein Unterrraum von W.

5.2 Lineare Abhingigkeit, Basis, Dimension

Satz 2.1 und Definition. Ist W ein Vektorraum und vq,...,v, € W, so
gibt es einen eindeutig bestimmten Unterraum V' C W mit den Eigenschaften

e v,...,v, €V,

e ist U C W ein Unterraum mit vy,...,v, € U, so folgt V C U.
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V ist also der kleinste Unterraum, der vy, . . ., v, enthélt, oder der von vy, ..., v,
aufgespannte Unterraum. Es gilt

vz{;mk: Al,...,AneR},

in anderen Worten V' besteht aus allen Linearkombinationen von vy, ..., v,.

Beweis: Wir zeigen zunéchst, dass die Menge

V:{;Akvk:)\l,...,)\ne]&}

ein Unterraum mit den beiden angegebenen Eigenschaften ist.

Sind némlich zwei Elemente Y ,_, A\gvp und "7 Nvg aus V' gegeben,
so ist ihre Summe

n

Z )\kvk -+ Z )\;Uk = Z()\k + )\;)Uk
k=1 k=1

k=1

und somit auch ein Element von V', und ist A € R, so ist

A( i )\kvk> - i()\)\k)vk

k=1

auch ein Element von V. Folglich ist V' ein Unterraum von W. Offensichtlich
gilt v, € V fiir alle k € {1,...,n}, man wihle ndmlich A\, = 1 und \; = 0 fiir
alle i # k. Sei nun U C W ein Unterraum mit vy, ..., v, € U und >, A\yuy,
ein beliebiges Element von V. Dann gilt nach der Unterraumeigenschaft von
U zunéchst \yvp, € U und dann auch >, Ay, € U. Folglich ist V C U.

Schlieflich sei V' ein beliebiger Unterraum von W mit den beiden Ei-
genschaften. Dann gilt nach der zweiten Eigenschaft V' C V. Auflerdem ist
v1,...,v, € V' nach der ersten Eigenschaft und die zweite Eigenschaft fiir V
impliziert V' C V. Es folgt V' = V' und damit die Eindeutigkeit.

Beispiel: Betrachte C([a, b]) und die Vektoren vy, vq, die durch die Funk-
tionen vy : [a,b] = R,z — 1 und vy: [a,b] = R, x — x gegeben sind. Der von
vp, v9 aufgespannte Unterraum ist

{f: [a,b] = R,z +— A\ + Aox: /\1,/\2€R}
={f:[a,b] = R,2— A+ B(z —a): A,B € R},

denn A\; + Aoz = A+ B(x — a) wenn zu gegebenem Ay, Ay
A:)\1+a)\2,B:)\2
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gewahlt wird und umgekehrt zu gegebenem A, B
)\IZA—CLB,)\QZB

gewahlt wird. Also ist der von v, vy aufgespannte Raum genau der Raum
A([a,b]) der affinen Funktionen.

Definition. Vektoren vy, ..., v, € V heiflen ein Erzeugendensystem, wenn

sie den gesamten Vektorraum V' aufspannen. Mit anderen Worten vy, ..., v, €
V bilden genau dann ein Erzeugendensystem, wenn zu jedem v € V' Skalare

A1, ..., A\, existieren mit
n
v = E )\kvk.
k=1

Beispiel: Die drei Vektoren v;: [a,b] — R,z +— 1und vy: [a,b] — R,z —
x und v3: [a,b] = R,z — x — a bilden ein Erzeugendensystem von A([a, b]).
Aber auch vy, v3 bilden ein Erzeugendensystem, ebenso wie v, vy . Die Vek-
toren vy, v3 bilden nur dann ein Erzeugendensystem, wenn a # 0.

Definition. Vektoren vy, ..., v, € V heilen linear unabhdingig, wenn aus

A,.. s\, € Rund
():X:>\]€1}]g
k=1

folgt, dass Ay =--- =\, =0.

Definition. Ein Erzeugendensystem aus linear unabhéngigen Vektoren
vy, ...,0, €V heilt Basis des Vektorraums V.

Satz 2.2. Vektoren vq,...,v, € V sind genau dann eine Basis des Vek-
torraums V', wenn zu jedem v € V eindeutig bestimmte Aq,...,\, € R

existieren mit
n
v = E )\kvk.
k=1

Beweis: Sei zunéchst vy, ..., v, eine Basis des Vektorraums V. Da diese
V erzeugt gibt es A\q,..., A\, € R mit

n
v = E )\kvk.
k=1

5



Wenn es eine zweite Darstellung v = > 7, \v; gibt, so gilt

O=v—v= zn:Akvk - zn:/\;cvk = zn:()\k — /\;C)Uk
k=1 k=1 1

k=

Die lineare Unabhéngigkeit der Basisvektoren liefert also A, — A}, = 0 fiir alle
k und damit die Eindeutigkeit der Darstellung.
Sei nun vq,...,v, € V so, dass es zu jedem v € V eindeutig bestimmte

Aty A € R gibt mit
v = Z)\kvk.
k=1

Die Existenz dieser Darstellung impliziert, dal vq,...,v, ein Erzeugenden-
system ist. Bleibt zu zeigen, dass diese Vektoren linear unabhéngig sind.
Nehmen wir dazu an, dass
n
0= Z )\k’l)k.
k=1

Dies ist eine Darstellung des Nullvektors, eine andere ist

0= i ka.
k=1

Aufgrund der Eindeutigkeit folgt, dass A\, = 0 fiir alle k. Somit ist auch die
lineare Unabhéngigkeit gezeigt.

Definition. Ein Erzeugendensystem vy,...,v, € V heilit unverkiirzbar,
wenn fiir jedes ¢ € {1,...,n} die Vektoren vy,...,v;_1, Vi1, ..., v, kein Er-
zeugendensystem mehr bilden.

Definition. Linear unabhéngige vq,...,v, € V heilen unverlingerbar
linear unabhdngig, wenn fiir jedes v, 1 € V die Vektoren vy, ..., v, nicht
mehr linear unabhéngig sind.

Satz 2.3. Vektoren vq,...,v, € V sind genau dann eine Basis des Vek-
torraums V', wenn sie

e cin unverkiirzbares Erzeugendensystem, oder

e unverldngerbar linear unabhéngig sind.

Beweis: Seien vy, ..., v, € V ein unverkiirzbares Erzeugendensystem und
0=> 7, v Ist \; # 0, so folgt



Damit folgt aber auch, dass vq,...,v;_1, V41, ..., v, ein Erzeugendensystem
ist, denn jeder Vektor v € V' hat eine Darstellung

v = Zﬂkvk = Z (e — Ay M) v
=1

Das ist ein Widerspruch zur Unverkiirzbarkeit, also miissen alle \; = 0 sein.

Damit sind vy, ...,v, € V linear unabhéngig und folglich eine Basis.
Seien jetzt vy, ..., v, € V eine Basis. Wir zeigen, dass vy, ..., 0;_1,Vis1, -+, Up

kein Erzeugendensystem sind. Wenn sie das wéren, so gédbe es A1, ..., A, mit

vi= Y N

k=1,..., n
ki
Es folgte
0= Y v+ (=D
k:kl;él,n

und aufgrund der linearen Unabhéngigkeit —1 = 0, ein Widerspruch. Also
ist vy, ..., v, unverkiirzbar.

Seien vy, ...,v, € V unverlangerbar linear unabhingig und v,; € V
beliebig. Dann gibt es Ay, ..., A\,11 mit

n+1

0= Z /\kvk
k=1

und mindestens ein \; # 0. Es mufl dann auch A,,; # 0 sein, ansonsten

folgte aus der linearen Unabhéngigkeit von vy, ..., v,, dass alle A\; = 0 sind.
Dann folgt
n
Upt1 = Z(_)‘;Jlrl)‘k)vk
k=1
und somit ist vy, ..., v, Erzeugendensystem und daher auch Basis.

Seien vy, ..., v, € V wieder eine Basis. Wir zeigen, dass die Basisvektoren
unverldngerbar linear unabhéngig sind. Ist nédmlich v,,; € V, so gibt es
)\1,...,)\n mit

n
Un41 = Z AR Uk
k=1
Dann ist
n
0="> Mty + (—1)vn41,

k=1

was die lineare Abhéangigkeit von vy, ..., v, zeigt.



Definition. Ein Vektorraum heifit endlich erzeugt, wenn er ein Erzeu-
gendensystem aus endlich vielen Vektoren hat.

Korollar 2.4. Ist ein Vektorraum V' endlich erzeugt, so hat er eine Basis.

Beweis: Ist vy, ..., v, Erzeugendensystem, so ist es entweder unverkiirzbar
und damit eine Basis, oder es gibt ein ¢ so dass vy, ...,v;_1,;, ..., v, ein Er-
zeugendensystem ist. Auf diese Weise kann man jedes Erzeugendensystem
verkiirzen bis es unverkiirzbar wird.

Korollar 2.5. Ist ein Vektorraum V nicht endlich erzeugt, so gibt es eine
Folge (v,,) von Vektoren in V', so dass fiir alle n die Vektoren vy, ..., v, linear
unabhéngig sind.

Beweis: Angenommen V ist nicht endlich erzeugt. Wir konstruieren die
Folge (v,) per Induktion, so dass fiir alle n die Vektoren vy, ..., v, linear
unabhéngig sind. Wir beginnen mit einem beliebigen v, # 0 (das existiert,
da V' # {0}) und beobachtern, dass v; linear unabhéngig ist. Angenommen

vy, ...,0, sind gegeben und linear unabhéngig. Da V' keine Basis hat, ist
v1,...,v, verlingerbar linear unabhéngig, also gibt es ein v,y € V so dass
U1, ..., Upt1 linear unabhéingig sind, wie verlangt.

Satz 2.6. (Austauschsatz von Steinitz) Ist vq,..., v, eine Basis und
wy, ..., wy linear unabhéngige Vektoren in V', so ist £ < n und es gibt Vek-
toren wyyq,...,w, € {v1,...,v,}, so dass wy, ..., w, eine Basis von V ist.

Wir benotigen zum Beweis das folgende Lemma.

Lemma 2.7. Ist vy, ..., v, eine Basis und
n
v = E )\k'Uk
k=1
mit \; # 0, so ist auch vy, ..., v;_1,v,v;11,...,v, eine Basis.

Beweis: Aus der Darstellung von v folgt eine Darstellung von v;, ndmlich

Also ist v im von vy, ..., v;_1,v, V11, ..., v, aufgespannten Raum. Daher er-
zeugen diese Vektoren ganz V. Zur linearen Unabhéngigkeit nehmen wir an,
dass



Dann folgt mit u; := 0, dass

> (i + M)vr, = 0.

k=1
Also ist pup + A = 0 fiir alle k. Fiir k£ = 4 folgt A\; = 0 und somit A\ = 0.
Daraus folgt dann auch p; = 0, wie gefordert.

Beweis von Satz 2.6. Wir fixieren eine Basis vy, . . ., v, und beweisen die
Aussage, die wir A(k) nennen, durch vollstédndige Induktion nach k. Die Aus-
sage A(1) folgt aus Lemma 2.7. Es gelte also A(k) und wy, . .., wy41 seien line-
ar unabhéngig. Wegen A(k) angewandt auf wy, ..., wy folgt, dass k£ < n und
es gibt Vektoren wy, 1, ..., w), € {v1,...,v,},s0dass wy, ..., wy, Wy q,..., W,
eine Basis von V ist. Wéare k = n, so wéire wy,...,w, eine Basis, aber
verldngerbar linear unabhéngig, was ein Widerspruch zu Satz 2.3 wire. Also
gilt sogar £+ 1 < n.

Wir schreiben
W41 = MWy + ... F Agw + )\k+1w;€+1 + ...+ )\nw;

Wire Ay = 0,..., A, = 0, so entstiinde ein Widerspruch zur linearen Un-
abhéngigkeit von wy, ..., wg 1. Also existiert ¢ € {k + 1,...,n} mit A\; # 0
und nach Lemma 2.7 kénnen wir w; durch wy; ersetzen und erhalten eine
Basis, wie gefordert.

Korollar 2.8. Sei V ein Vektorraum und vy, ..., v, und wy, ..., w,, zwei
Basen. Dann gilt n = m.

Beweis: Das folgt direkt aus dem Austauschsatz.

Definition. Alle Basen eines endlich erzeugten Vektorraumes haben die
gleiche Léange, die wir Dimension des Vektorraums nennen. Ein Vektorraum,
der nicht endlich erzeugt ist, hat Dimension unendlich.

Beispiele:

e Der Vektorraum P[R] der reellen Polynome hat Dimension unendlich.

Sind vy, ..., vx € P[R] und
v = ag; + AT + -+ Gy,

so folgte mit n = max{ny,...,n;}, dass jedes Polynom im von vy, ..., v
erzeugten Unterraum keine Monome der Form z™, m > n, hat (man
sagt, der Grad des Polynoms ist hochstens n). Also ist vy, ..., vy kein
Erzeugendensystem von P[R] und insbesondere ist P[R] nicht endlich
erzeugt.



e Der d-dimensionale Euklidische Raum R® hat Dimension d.

Man priift leicht, dass durch vy, ..., v; mit
Vi = (61i7 con 76di)

und

S — 1 wenn k=1
MU0 wenn k # i

eine Basis gegeben ist.

5.3 Matrizen und lineare Abbildungen

Definition. Seien V,W Vektorrdume. Eine Abbildung A: V — W heifit

linear, wenn gilt
A(v+w) = Aw) + A(w), A(M) = AA(v) fir alle v,w € VA € R.
Ist A bijektive lineare Abbildung, so heifit A ein Isomorphismus.
Ist eine lineare Abbildung A: V' — W gegeben, so ist
Kern(A) ={v e V: A(v) =0}
ein Unterraum von V' und
Bild(A) = {A(v) e W:v eV}
ein Unterraum von W.

Beobachtungen: A ist genau dann injektiv, wenn Kern(A) = {0}, und
genau dann surjektiv, wenn Bild(A) = V. Sind vy, ..., v, linear abhingig
in V', so sind auch A(vy), ..., A(v,) linear abhéngig in W. Sind aber vy, ..., v,
linear unabhéngig , so kénnen A(vy), ..., A(v,) linear abhingig sein.

Satz 3.1 Sind vy, ..., v, eine Basis von V und wy, ..., w,s beliebige Vek-
toren. Dann gibt es genau eine lineare Abbildung A: V' — W mit A(v;) = w;
fir alle ¢ € {1,...,d}.

Beweis: Ist v € V so gibt es eindeutig bestimmte Ay,..., \, mit v =
A1 + - -+ + Ayv,. Dann definieren wir A(v) = Ajw; + -+ - + A, w, und die so
definierte Abbildung A: V' — W ist linear und erfiillt A(v;) = w;. Umgekehrt
erfiillt eine beliebige lineare Abbildung A: V' — W mit A(v;) = w; die obige
Gleichung, was die Eindeutigkeit belegt.
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Wenn V' und W endlich erzeugte Vektorrdume mit Basen vy, ..., v, bzw.
Wi, ..., Wy, sind und A: V. — W lineare Abbildung, so gibt es eindeutige
bestimmte Zahlen a;j,7 € {1,...,m},j € {1,...,n} mit

A(’Uj) = aljwl + R + amjwm.
Umgekehrt gibt es fiir alle a;;,i € {1,...,n},j € {1,...,m} nach Satz 3.1

genau eine lineare Abbildung A: V — W mit A(v;) = ajjwi + -+ + QWi
fir alle j € {1,...,n}. Man nennt

(aij) = (aij,i € {1,...,m},j € {1,...,n})

eine m X n Matriz. Man erhélt aus der Darstellung eines Vektors

n
vV = E )\kvk
k=1

die Darstellung

k=1 k=1
m n m

= E (E :ajk}\k>wj = E ::“Jwa
]:1 k=1 j=1

mit

Schreibt man die Matrx als rechteckiges Schema mit m Zeilen und n Spalten
so erhélt man A(v) in der Form eines Zeilenvektors (pq, .. ., ity ), indem man
(A1,...,A,) als Spaltenvektor von rechts an die Matrix (a;;) heranmultipli-
ziert, wie in der Vorlesung gezeigt.

Der folgende Satz zeigt, dass bei geschickter Wahl der Basen die darstel-
lende Matrix eine sehr einfache Struktur haben kann.

Satz 3.2 (Fundamentallemma) Seien V, W endlich erzeugte Vektorrdume
und A: V — W eine lineare Abbildung. Dann gibt es

e cine Basis vy, ...,V4, V411, - - -, Ugen VO V|
e cine Basis wy, ..., W4, Vg1, - - -, Vgrm von W,
so dass

11



® Ui, ..., VU4ry ist eine Basis von Kern(A),
® wi,...,wy ist eine Basis von Bild(A),
o csgilt A(vy) = wy,..., A(vg) = wy.
Insbesondere gilt die Dimensionsformel
dim(Kern(A)) + dim(Bild(A)) = dim V.

Beweis: Sei u1,. .., u, eine Basis von Kern(A) C V und vi, ..., v, eine
Basis von V. Nach dem Steinitzschen Austauschsatz gibt es Vektoren

/ /
Upt1,- - Untd € {U1, -, Ugpnts

so dass uq, ..., U,q eine Basis von V ist. Durch umnumerieren dieser Vekto-
ren erhélt man also eine Basis vy, ..., 041, von V', so dass vgi1, ..., V4, €ine
Basis von Kern(A) ist.

Wir definieren nun wy = A(vq),...,ws = A(vg) und zeigen gleich, dass
wi, . . ., wq ist eine Basis von Bild(A) ist. Nach dem Steinitzschen Austausch-
satz gibt es dann Vektoren wgiq, ..., W4 S0, dass wy, ..., W4y, eine Basis
von W bilden, wie gefordert.

Wir zeigen zunéchst, dass wy, . .., wy ein Erzeugendensystem von Bild(A)
ist. Ist ndmlich v € V so gibt es eine Darstellung v = ZZZ‘ ArU, und somit
gilt

d+n

A(U) = Z )\kA(Uk) = Z )\kwk,

da A(v;)) = 0 firi € {d+1,...,d + n}. Das beweist, dass wy,...,w; ein
Erzeugendensystem von Bild(A) ist.

Wir zeigen nun die lineare Unabhéngigkeit von wy, ..., wy. Sei

d
0= Z )\kwk.
k=1

Dann gilt fiir v = 327, Ay, dass A(v) = 0. Also ist v € Kern(A) und hat
eine Darstellung v = A\gy1vg01 + -+ + Agan¥gan- Da vy, ..., v4, eine Basis
von V ist, miissen die beiden Darstellungen von v iibereinstimmen, was nur
moglich ist, wenn \; = 0 fiir allei € {1,...,d+n}, woraus die Unabhéngigkeit
folgt. Die Dimensionsfomel folgt durch Vergleich des Langen der Basen.

Ubung: Uberlegen Sie sich, wie die Matrix aussieht, die eine lineare Ab-
bildung A: V' — W beziiglich der im Fundamentallemma gegebenen Basen
darstellt.
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Bemerkung: Méchte man fiir eine lineare Abbildung A: V' — V (auch
Endomorphismus genannt) durch Wahl einer geeigenten Basis eine darstellen-
de Matrix von einfacher Form bekommen, so ist das ein wesentlich schwieri-
geres Problem, wenn man in Defintionsbereich und Bildbereich dieselbe Basis
zugrundelegen mochte. Dieses sogenannte Normalformenproblem besprechen
wir im zweiten Teil der Vorlesung.

5.4 Lineare Gleichungssysteme

Wir wollen Probleme der folgenden Form 16sen:

A:V — W, sowie ein Vektor w € W, finde alle v € V mit A(v) = w.

Gegeben zwei endlich erzeugte Vektorrdume V,W und eine Abbildung

In der Praxis sind Basen vy, ..., v, von V und wy, ..., w,, von W gegeben
und A is durch eine m x n Matrix (a;;) beschrieben. w ist durch die Basis als

m
w = E bkwk
k=1

gegeben und die Losungen werden in der Form

n
V= E LUk
k=1

beschrieben. Dann hat A(v) die Form

n

A<U) = Z xkA(/Uk> - Z xk(alkwl + -+ amkwm)
k=1

k=1
m n
= E ( E ajkack>wj.
j=1 k=1

und das Problem A(v) = w hat die Form eines linearen Gleichungssystems
a Ty + -+ 1Ty = bl
a1+ F ATy = by
Am1T1 + -+ QppTn = bm

mit Unbekannten zq,...,x, € R.
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Beobachtung: Ist B: W — W ein Isomorphismus, so gilt A(v) = w
genau dann, wenn B o A(v) = B(w). Das gilt weil ein Isomorphismus eine
Umkehrabbildung B! hat. Da B o A auch wieder eine lineare Abbildung ist,
mochte man ein B finden, so dass die darstellende Matrix von B o A von
moglichst einfacher Form ist.

Definition: Die folgenden Abbildungen By, B; j: W — W sind spezielle

INE
Isomorphismen, die Zeilentransformationen genannt werden.
e Firi,j € {1,...,m}und X € R definiere BZ-AJ: W — W durch Bgfj(wj) =
w; + Aw; und Béj(wk) = wy, fiir k # j.

Lemma 4.1 Ist (a;;) die Matrixdarstellung von A, so ist die Matrixdar-
stellung von B{\,j o A dieselbe Matrix mit dem A-fachen der jten Zeile
zur iten Zeile addiert.

Beweis: Es gilt
Bi/\,j e} A(’Uk> = &1kBi):j<w1) + -+ akalfj(wm)

m
= E alkwl+&jk)\wi
=1

e Fiir i,j € {1,...,m} definiere B, ;: W — W durch B, (w;) = w;,
B, j(w;) = wjund B; ;(wy) = wy, fir k # 4, j.

Lemma 4.2 Ist (a;;) die Matrixdarstellung von A, so ist die Matrixdar-
stellung von B, ; o A dieselbe Matrix mit der iten und der jten Zeile
vertauscht.

Beweis: Es gilt

Bi,j e} A(Uk) = cszm(wl) + -+ akaM(wm)
= Z a;pw; + QW + ApW;i.

I=1,....m

k#i,j

Definition: Eine m x n Matrix (a;;) hat Zeilenstufenform, wenn in jeder
Zeile am Anfang eine Folge von Nullen steht, die mindestens eine Null mehr
umfasst als die Zeile direkt dariiber.

Satz 4.3 Gegeben zwei endlich erzeugte Vektorrdume V, W mit festen
Basen und eine Abbildung A: V' — W, so gibt es einen Isomorphismus
B: W — W, der eine Verkniipfung von Zeilentransformationen ist, so dass
die darstellende Matrix von Bo A: V — W Zeilenstufenform hat.
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Beweis: Wir wollen wir einen Algorithmus beschreiben, der Zeilenstu-
fenform herstellt und erkldren, wie man in der Praxis mithilfe der Zeilen-
stufenform Gleichungssysteme explizit 16sen kann. Die Methode heifit Gauf-
Elimination.

Algorithmus : Fiir jede Spalte k =1,...,n:

e In der betroffenen Spalte gibt es einen Eintrag auf oder oberhalb der
Diagonale, so dass alle in der gleichen oder darunterliegenden Zeilen
links davon stehenden Eintrage null sind und so dass, um Zeilenstufen-
form zu haben, in der betroffenen Spalte unterhalb des Eintrags Nullen
stehen miissen. Identifiziere diesen Eintrag.

e [st dieser Eintrag in der aktuellen Spalte Null und steht unter diesem
Eintrag ein von Null verschiedener Eintrag, so vertausche die Zeilen.

e [st der Eintrag in der aktuellen Spalte jetzt ungleich Null, so addiere
Vielfache dieser Zeile zu den folgenden Zeilen, bis unter dem Eintrag
nur Nullen stehen.

Es ist nun einzusehen, dass dieser Algorithmus jede Matrix A auf Zeilenstu-
fenform bringt. Dies beendet den Beweis.

Zur Losung von linearen Gleichungssystemen gehen wir folgender-
maflen vor.

e Wende Zeilentransformationen auf die um die Spalte (by, ..., b,,) erwei-
terte Matrix (A | b) an, bis der linke Teil (der A entspricht) Zeilenstu-
fenform hat.

e Stehen dann in einer Zeile, deren linker Teil gleich Null ist, im rechten
Teil noch Eintrége die nicht gleich null sind, so hat das Problem keine
Losung.

e Ansonsten existieren Losungen. Wenn in der Zeilenstufenform in der
kten Zeile am Anfang eine Folge von genau k& — 1 Nullen steht, fiir alle
k € {1,...,n}, so ist die Losung eindeutig und kann leicht induktiv
bestimmt werden.

e Ansonsten kann man Variablen finden, an die keine Restriktionen ge-
stellt werden, und mit denen man die Losungsmenge parametrisieren
kann. In diesem Fall gibt es also unendlich viele Lésungen.

Am besten kann man das ganze an Beispielen verstehen, die wir in Vor-
lesung und Ubungen rechnen werden.
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